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1. Introducdo

Muitos objetos conhecidos e que vemos no dia a dia podem ser
descritos através de formas ‘ideais’, como retangulos, cilindros, co-
nes ou esferas. Objetos, como um livro ou um lapis, possuem uma
geometria tao simples e bem definida que qualquer pessoa consegue
facilmente descrever suas formas. A maioria dos objetos desenvol-
vidos pelo homem pode ser facilmente descrita por um conjunto de
formas (Euclidianas) basicas, mas o que dizer dos objetos encontra-
dos natureza? Quem é capaz de descrever a forma de uma arvore,
de uma montanha ou de um floco de neve?

Desde que Euclides, famoso matematico da Grécia Antiga, de-
senvolveu a hoje chamada geometria Euclidiana, as pessoas se sa-
tisfizeram com a idéia de que todos os objetos podem ser descritos
através de composi¢oes de formas regulares simples. Ele definiu a
natureza como um conjunto de formas regulares basicas, como li-
nhas, retangulos, cones e triangulos. Entretanto, é visivel que as
formas ideais de Euclides apenas tentam fazer uma aproximacio,
na maioria dos casos grosseira, da realidade dos objetos naturais. E
claro que na época de Euclides, por volta de 300 A.C., e até poucos
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anos atras, isto era aceitavel. Porém, os recentes avangos da com-
putagdo e da matematica levaram ao surgimento de novas técnicas
capazes de descrever com maior exatiddo e realismo os padroes
encontrados na natureza.

Na primeira parte deste artigo foi feita uma discussdo sobre a
Vida Artificial como uma linha de pesquisa que se ocupa, dentre ou-
tras coisas, da sintese computacional de comportamentos exibidos
por organismos naturais. Esta parte do artigo enfatiza o uso da ge-
ometria fractal como ferramenta para a sintese de formas encontra-
das na natureza, como plantas, montanhas, regides costeiras, fogo e
outras. Para isso, primeiramente sera feita uma explanacdo do signi-
ficado da geometria fractal, serdo apresentadas algumas formas ma-
tematicas que motivaram o desenvolvimento da teoria de fractais e
serd apresentado o conceito de dimensdo fractal. Em seguida serdo
discutidos e ilustrados trés algoritmos para a sintese de fractais. Este
trabalho é concluido com uma listagem das principais areas de apli-
cacao de fractais além da sintese de fenOmenos naturais.

2. Geometria Fractal

“Nuvens nao sao esferas, montanhas nao sao cones, a casca
de uma 4arvore nio é suave, nem mesmo a luz caminha em li-
nha reta. A existéncia destes padroes nos desafia a estudar estas
formas que Euclides deixou para trds como sendo ‘sem forma’,
para investigar a morfologia do amorfo” (Mandelbrot, 1982;
p. 1). Estd claro que objetos ideais de Euclides sdo excecdes na
natureza. Fez-se entao necessario criar uma nova maneira para
tratar o problema levando em conta as diversas peculiaridades
das estruturas irregulares da natureza.

O matematico polonés, Beinoit Mandelbrot, propos, em 1975
o termo fractal para identificar as classes de objetos rugosos, que-
brados e aparentemente sem forma que reinam absolutamente no
mundo em que vivemos. O termo fractal tem sua origem na palavra
‘fractus’ do Latim, que significa ‘quebrado’. “A ‘geometria fractal’
¢ a geometria das formas irregulares que encontramos na nature-
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za...” (Mandelbrot, 1982). A geometria fractal consiste em uma
extensao da geometria Euclidiana tradicional. Ela ndo a substitui,
e sim a enriquece, trazendo a possibilidade de descrever com preci-
sdo objetos diretamente relevantes para a compreensio do mundo
real. A geometria fractal pode ser vista como um novo idioma ou
uma nova linguagem, uma vez que vocé o fale, torna-se possivel
descrever a forma de uma nuvem com a mesma precisdo da ar-
quitetura de uma casa (Lesmoir-Gordon et al., 2000). A Figura 1
ilustra alguns fractais comuns na natureza.

ia} ' ib)

Figura 1: Exemplos de fractais na natureza. (a) Planta marinha. (b) Montanhas.

Em geral, os fractais sdo caracterizados por detalhes infinitos,
tamanho infinito, auséncia de suavidade e derivadas, auto-similari-
dade e dimensao fractal. Um bom exemplo de fractal é uma planta,
como a mostrada na Figura 2. Note que se um pequeno galho for
retirado da planta inteira, este se parece muito com ela. Se este
procedimento for repetido sucessivamente para cada galho resul-
tante, todos eles se parecerdo com o todo, porém, em uma escala
menor. Esta caracteristica é conhecida como auto-similaridade e é
uma propriedade intrinseca aos fractais. Apesar de ser comumente
encontrada na natureza, esta propriedade nao é observada na maio-
ria dos objetos Euclidianos. Por exemplo, um arco de um circulo
ndo é sozinho um circulo, um lado de um triangulo é uma reta
e ndo um triangulo. Ha dois tipos principais de auto-similaridade
(Hutchinson, 1981):
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Figura 2: Auto-similaridade de uma planta. (a) Auto-similaridade estrita. (b) Auto-afinidade. (c) Planta real
ilustrando a auto-afinidade. As plantas menores a direita da planta maior sdo ramos da mesma.

* Auto-similaridade estrita: Quando o objeto é composto por
copias escalonadas idénticas de si mesmo.

* Auto-afinidade: Quando o objeto é formado por copias me-
nores, mas com uma pequena variacao em relagao ao todo
(Mandelbrot, 1985).

A Figura 2 ilustra a auto-similaridade estrita e a auto-afinidade

através de plantas sintéticas geradas por sistemas-L a serem descri-
tos posteriormente, e de plantas naturais.
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2.1. Fractais Pioneiros

Os primeiros fractais foram descobertos por K. Weierstrass,
G. Cantor, H. Von Koch e outros matematicos no inicio do século
XIX. Eles foram chamados inicialmente de monstros matemadticos,
devido a estranhas propriedades que apresentavam. Para entendé-
las, vejamos, por exemplo, a curva de Kock, introduzida por H.
Von Koch em 1904 (Figura 3). Para obté-la, pegue uma linha, re-
mova o ter¢o central. Pegue dois segmentos idénticos ao tergo reti-
rado e coloque-os lado a lado construindo um triangulo equilatero
sem a base. Repita este procedimento para cada segmento da curva
resultante infinitas vezes.

Fasso 0
Passa 1 Fasan 2
PRE o % 2 08
Pasen 3 Passn 4

Figura 3: Os quatro primeiros passos para a constru¢do da curva de Koch.

Olhando para a curva de Koch ndo é dificil entender certas
propriedades dos fractais. Note que, enquanto o tamanho dos seg-
mentos tende a zero, seu comprimento tende ao infinito. Isto quer
dizer que, no limite, ndo ha segmento de reta algum, isto é, a curva
¢ formada apenas por cantos. Portanto, nao é possivel achar uma
tangente (derivada) para ponto algum da curva, pois ela ndo é su-
ave em parte alguma. Outro aspecto intrigante é que, apesar desta
curva ter tamanho infinito, ela pode ser colocada dentro de um
espago finito (p. ex., um retangulo).

Um outro exemplo classico de ‘monstro matematico’ é a curva
de Peano, apresentada por G. Peano no fim do século XIX. Esta
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curva é desenhada em um plano e é capaz de preencher o espaco,
ou seja, dada uma parte do plano, a curva passa por todos os pon-
tos daquela parte, demonstrando limita¢ées dos nossos conceitos
de curva. Isso é conseguido construindo uma curva que se dobra
de forma tao complexa que visita todos os pontos do plano. Estas
curvas sao denominadas de curvas que preenchem o espaco (space
filling curve). Para desenhar a curva de Peano, toma-se inicialmente
um segmento de reta e, a cada passo do processo construtivo, todos
os segmentos do passo anterior sao substituidos por uma curva que
consiste de nove segmentos menores, como ilustrado na Figura 4.

iy [Ee—

h

Figura 4: Primeiros passos de
i aman U g 5 ~
i H construgdo da curva de Peano.

2.2. Dimensdo Fractal

Todos noés aprendemos que pontos possuem dimensdo zero,
linhas e curvas sio unidimensionais, quadrados e retangulos sdo
bidimensionais e um cubo ou esfera é tridimensional. Esta no¢ao
de dimensdao que vincula a dimensio de um objeto ao numero de
coordenadas necessarias para descrevé-lo é chamada de dimensao
topoldgica (de Castro, 2006). Dentro da no¢ido de dimensao topo-
l6gica ndo ha distingao entre, por exemplo, a curva de Koch (Figura
3) e um segmento de reta. Serd que é possivel dizer que a curva de
Koch é unidimensional, sendo que a distancia entre quaisquer dois
de seu pontos € infinita? Ela é complexa demais para ter dimensio
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um, como uma linha, mas também nao é ‘grande’ o suficiente para
ter dimensao dois, pois ela ndo é capaz de preencher um plano. Mas
afinal, qual é a dimensdo de um fractal? Percebe-se que a dimensao
topologica nao € capaz de definir a dimensao de um fractal. Talvez
a curva de Koch possa ter uma dimensio entre um e dois. Fractais
ndo possuem dimensao topoldgica e sim uma dimensdo fractal, na
qual o valor desta dimensao € diretamente proporcional ao seu grau
de complexidade.

Para chegar a dimensao fractal, é possivel comegar analisando
objetos regulares, como os Euclidianos. Ja que suas dimensoes sdo
conhecidas, é possivel aplicar-lhes o conceito de auto-similaridade
para observar como se comportam. Podemos assumir que o nime-
ro de copias de um objeto é dado pela seguinte expressio:

:(l/m)d’ (1)

onde N é o nimero de cOpias auto-similares, 72 é o fator de
redugio (tamanho da copia em relacdo ao objeto original), e d é a
dimensao do objeto.

Por exemplo, veja o quadrado, que tem dimensdo dois. As-
sumindo que cada cépia tem a metade do tamanho do quadrado
original, temos m = 1/2. Substituindo na Equagao (1), temos:

1Y .,
N=[——| =2"=4
1/2

Portanto, sdo obtidas quatro copias de um objeto de dimensao
dois quando o tamanho de cada cépia tem metade do tamanho do
objeto original. A Figura § ilustra esta relacdo para outras dimen-
sOes e com outros fatores de redugio.

Portanto, se o objetivo é encontrar uma regra geral para saber
a dimensao dos objetos auto-similares, é necessario isolar o para-
metro d do restante da equacdo, como a seguir:

B T e

Assim, a dimensdo auto-similar é dada pela equacio a seguir:
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= Jog(V)
log(%;,) (2)

Considerando novamente o exemplo da curva de Koch, cada
segmento da curva transforma-se em quatro copias idénticas, po-
rém com um ter¢o do tamanho original cada uma. Tem-se, entio:

g=toeW)_ gy _log®)_ ;o
log(,,) log(3)
Assim, a dimensdo da curva de Koch é aproximadamente 1,26.
Em 1919 E Hausdorff estendeu a no¢ao de dimensio de auto-
similaridade, dada pela Eq. (2), para cobrir todas as formas, nao

Dimensao 1 Dimensao # [Iirnﬂrs_in 3
]
=
-4
.-
=
=
=
=
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-
5]
- !
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o
=
-
=
2
= |
§ 3'=3 F=9 F=27
i
]

Figura 5: Quantidade de objetos auto-similares obtidos para uma, duas e trés dimensdes considerando os
fatores de redugdo m = 1/2e m = 1/3.
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apenas aquelas estritamente auto-similares. Esta dimensdo fractal
descreve a complexidade de um objeto. A dimensao 1 significa su-
avidade total da forma (p. ex., linha reta) e a complexidade de um
fractal aumenta a medida em que sua dimensdo aumenta. Este con-
ceito é importante para podermos sintetizar um fractal computa-
cionalmente. Por exemplo, a costa marinha da Inglaterra possui di-

mensao fractal 1,26, aproximadamente a mesma da curva de Koch
(Lesmoir-Gordon et al., 2000).

3. Fractais para a Sintese de Formas e Fenomenos Naturais

Os conceitos envolvidos no estudo da geometria fractal facilitam
o entendimento e a sintese de formas naturais. O objetivo desta sessdo
¢ introduzir o uso de fractais para a sintese de fendmenos naturais,
através de alguns casos de estudo de modelagem de arquitetura de
plantas. Também serdo brevemente discutidas outras técnicas de ge-
ometria fractal para modelagem de montanhas e fogos de artificio.

3.1. Plantas, Arvores e Arbustos

Agregando os conhecimentos bésicos de botinica com os da
geometria fractal é possivel desenvolver modelos de arquiteturas de
plantas e arvores, assim como simular seu crescimento computacio-
nalmente. Os sistemas de Lindenmayer, mais conhecidos como Siste-
mas-L (Lindenmayer, 1968), foram introduzidos pelo bidlogo Aristid
Lindenmayer como um formalismo matematico para descrever o de-
senvolvimento de plantas. Lindenmayer introduziu uma notagao em
forma de cadeia de caracteres que armazena informacgoes sobre cres-
cimento (desenvolvimento) e sdo interpretadas formando uma figura
geométrica que representa um modelo de uma planta. Apesar das
limitagdes iniciais da técnica, seus avancos continuos tornaram os
sistemas-L. uma poderosa ferramenta para modelagem de plantas.

A idéia basica dos sistemas-L estd contida nos sisternas de re-
escritura. Um sistema de re-escritura é uma técnica de define objetos
complexos partindo de um objeto simples inicial (iniciador) e um
conjunto geradores ou regras de producdo. Este processo consiste
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em substituir o objeto inicial por copias idénticas de seus geradores
e assim sucessivamente por um numero finito de passos, para cada
objeto obtido. Sua dindmica se assemelha a dinamica de constru¢ao
da curva de Koch (Figura 3), porém com a possibilidade de multiplos
geradores serem aplicados simultaneamente. Um exemplo de sistema
de re-escritura é apresentado na Figura 6, onde temos um iniciador
A, dois geradores A — B e B — AB, e o alfabeto {A, B, C}, que con-
siste em todos os simbolos que fazem parte do sistema. A cada passo
do sistema é obtida uma nova palavra, que consiste na combinagao
dos simbolos do alfabeto de acordo as regras de producao.

Passo Palavras Obtidas
-

i

Al

BA8

ABBAR

RBARARRBAR Figura .6: Exemplo de um sistema de
re-escritura.

et | Lokl | ol | ==

T

Partindo para uma definicdo um pouco mais formal, um siste-
ma-L tipicamente é dado pela tripla S = {w,»,P), onde Y corresponde
a um alfabeto, ® um axioma ou iniciador nio nulo e P um conjunto
finito de regras de producido (geradores). Sendo uma regra de produ-
cdo (A,x) € P, ela pode ser representada por A — % que sdo, respec-
tivamente, o antecessor (letra a qual a regra é associada) e o sucessor
(letra resultante da aplicagdo da regra) da produgao. Assume-se tam-
bém que, para cada elemento do alfabeto, ha uma regra de producao
especifica. Se ndo ha uma regra explicitamente especificada para uma
letra A qualquer do alfabeto, assume-se entdo que A — A.

Considere um sistema-L com o alfabeto Y = {F,G,+,-,[,]}, ® = F
e P={P, P }. Este sistema esta sendo representado na Figura 7. Cada
tipo de seta é representado por uma letra, por exemplo, F para seta
solida e G para seta pontilhada. A regra P, = F — FF estd associada a
F, enquanto P, = G — F[+G]F[-G]G estd associada a G.

Os simbolos sdo interpretados por um algoritmo chamado gra-
fico tartaruga (Szilard & Quinton, 1979). Ele consiste em um agente
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i) (1]

Figura 7: Exemplo do funcionamento de um sistema-L. (a) Alfabeto, axioma e regras de produg¢do. (b)
Resultado do sistema-L para duas iteragdes.

(chamado de tartaruga) que assume uma posicao e direcao no espago
e € capaz de desenhar objetos nele. Portanto, os simbolos {+,-,[,]} sao
adicionados ao alfabeto para possibilitar uma interpretacio geomé-
trica ou pictorica para as palavras geradas. Os simbolos F e G sdo
os simbolos que possibilitam o desenho das setas, onde F representa
uma seta solida, e G representa uma seta pontilhada; os simbolos +
e — possibilitam a mudanga de dire¢io de uma seta, para direita ou
para esquerda, respectivamente; enquanto os colchetes ‘[’ e |’ permi-
tem a ramifica¢ao da planta, ou seja, a confec¢io de sub-galhos.

Partindo deste formalismo simplificado é possivel criar as for-
mas basicas da estrutura de uma planta como as demonstradas na
Figura 2(a) e (b) . Ainda com base nestas idéias, muitos outros mo-
delos, com a ajuda de um tratamento grafico adequado, permitem
gerar modelos realisticos e sofisticados das mais diversas plantas.
Alguns exemplos sao ilustrados na Figura 8.

3.2. Montanhas e Fogos de Artificio

Considere inicialmente um fendmeno chamado caminbada ale-
atoria (random walk). Uma caminhada aleatdria é uma caminhada

87



CADERNOS DE HISTORIA DA CIENCIA - INSTITUTO BUTANTAN - VOL. Il

Figura 8: Modelos gerados por Sistema-L. (a) Passos do desenvolvimento de uma planta com flores. (b)
Arbusto.

que pode ser gerada por um processo aleatorio da seguinte forma.
Tome as coordenadas x e y de um objeto e adicione a cada um des-
tes valores um passo aleatorio Ax e Ay, respectivamente:

x(t+1) = x(t) + Ax

y(t+1) = y(2) + Ay, (3)

Se este processo for repetido por um nimero de passos, entao
o resultado é uma caminhada aleat6ria, como ilustrado na Figura
9(a). Esta caminhada aleatdria estd intimamente relacionada com
movimento Browniano, que é encontrado no movimento de parti-
culas em liquidos e gases, e com ruido branco, normalmente usado
para descrever outros fendmenos do tipo caminhada aleatoria.

1l Bl

Figura 9: Caminhada aleatdria e agregacdo limitada por difusdo. (a) Caminhada aleatéria: 100 passos. (b)
Agregacdo limitada por difusao: 2.500 particulas.
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Considere agora um experimento que resulta em uma estru-
tura fractal dendritica aleatéria correspondente a um processo de
agregacao eletroquimica. Um modelo matematico deste processo de
agregacao ¢ baseado em uma extensio do movimento Browniano,
denominada de movimento Browniano fraciondrio. Com estas fer-
ramentas em maos, € possivel sintetizar computacionalmente paisa-
gens, regioes costeiras, etc.

O fendmeno de agregacao por deposi¢do eletroquimica é bas-
tante investigado em geometria fractal (Matsushita, 1989). Ex-
perimentalmente, o processo de eletro-decomposi¢ao controla-
da pode ser usado para crescer depositos que exibem estruturas
fractais. Por exemplo, colocando uma soluc¢io de sulfato de zinco
coberta por uma fina camada de acetato-z-butyl em uma placa
de Petri e aplicando uma tensao continua ao conjunto é possivel
verificar o crescimento de estruturas fractais de eletro-depdsito e
suas varia¢cdes morfoldgicas.

A modelagem matematica do processo de depodsito eletroqui-
mico do zinco é baseada no conceito central de movimento Brow-
niano, que se refere a0 movimento erratico de pequenas particulas
de matéria sélida em uma suspensio liquida (Peitgen et al., 1992).
Uma técnica simples para a simulacdo deste tipo de movimento
Browniano é conhecida como agregacio limitada por difusio (di-
ffusion limited aggregation - DLA) e foi introduzida por Witten &
Sandler (1981). Esta técnica opera da seguinte forma: i) gere uma
grade (grid) quadrada de células; ii) fixe uma tunica célula (particu-
la) no centro da grade; iii) selecione uma posi¢ao na vizinhanga da
célula e introduza uma particula em movimento aleatério; iv) se a
particula em movimento sair da vizinhanga, entdo uma nova parti-
cula aleatéria € gerada, sendo, se ela encontrar uma célula fixa, ela
se fixa a esta ultima. Um resultado de um DLA com 2.500 particu-
las é apresentado na Figura 9(b).

Mandelbrot & van Ness (1968) introduziram o termo mouvi-
mento Browniano fraciondrio (fBm) para referenciar uma familia
de fun¢oes Gaussianas aleatérias capazes de fornecer modelos de
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diversas séries temporais encontradas na natureza. Desde entio,
muitas extensoes e aproximacoes foram desenvolvidas para mode-
lar fendmenos naturais, de paisagens a nuvens. O movimento Bro-
wniano fraciondrio é uma generaliza¢io do movimento Browniano,
definido como um processo aleatério X(¢) com incrementos Gaus-
slanos e

var(X(t,
(4)
onde 0 < H < 1, var(-) corresponde a variancia da distribui¢ao
Gaussiana e ¢, refere-se ao instante de tempo .
No caso mais geral, os incrementos de X sdo estatisticamente
auto-similares, com parametro H, no sentido de que

) - X(t) < lt, — ¢,

X(to +1) - X(to) e X(t0+rt13—X(t0)
(5) ’

tém a mesma fung¢ao de distribui¢dao conjunta finita para quais-
quer ¢, er > 0.

Um método popular para gerar movimento Browniano é
dado por um algoritmo denominado algoritmo da sub-divisdo re-
cursiva, também conhecido por algoritmo do deslocamento aleato-
rio do ponto médio (Fournier et al., 1982). A operagao do algoritmo
€ bastante simples. Seja um processo aleatério X(t). Inicie com ¢ = 0
e escolha X(1) como uma amostra de uma distribui¢ao Gaussiana
de média zero e variancia o> Na primeira iteragio o ponto médio
entre = 0 et =1 ¢ determinado como a média de X(0) e X(1) mais
um deslocamento D, de média zero e variancia A *. No caso de mo-
vimento Browniano fraciondrio, o deslocamento do ponto médio
deve obedecer a seguinte variancia:

A2 ) (1_22H—2) (6)

6
n (2}1)21‘1

onde o parametro H, denominado de expoente de Hurst, de-
termina a rugosidade da superficie a ser gerada. A Figura 10 ilustra
a utilizagdo de movimento Browniano fracionario para a geragio
de paisagens montanhosas. No caso (a) é gerada uma espécie de
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Figura 10: Exemplo de estruturas criadas utilizando movimento Browniano. (a) Esqueleto de uma drea
montanhosa com um nivel minimo indicando a presenca de regiGes alagadas. (b) Paisagem gerada com
fBm apds tratamento grafico.

‘esqueleto’ de uma paisagem, enquanto no caso (b) o esqueleto é
submetido a um processo de tratamento grafico, resultando em
imagens com elevado grau de realismo.

Para sintetizar fendOmenos naturais como fogo, explosdes e ca-
choeiras, é necessdria uma técnica que ndo leve em conta apenas a
estrutura dos objetos, mas também sua dindmica. Os sistemas de
particulas é uma técnica utilizada para simular fendmenos naturais
que possuem uma determinada dindmica, como dgua em movimen-
to, fogo, chuva, neve, fogos de artificio, etc. (Reeves, 1983). Um sis-
tema de particulas é uma cole¢ao de objetos primitivos, conhecidos
como particulas, que em conjunto representam algum objeto. Os
sistemas de particulas possuem trés caracteristicas que os diferem
da maioria das abordagens para a sintese de imagens: i) um padrao
ou forma é representado por uma colecdo (enxame) de particulas;
ii) as particulas sao dinamicas; e #7) um padrio representado pelas
particulas ndo é deterministico, ou seja, sua forma nao é completa-
mente pré-especificada.

Uma particula é modelada através da defini¢ao de atributos,
como peso, forma, tamanho, velocidade, cor, transparéncia e tem-
po de vida. Quando uma certa quantidade de particulas é inserida
no sistema e uma dindmica é determinada, o comportamento geral
do sistema é capaz de simular diversos fendmenos. Por exemplo,
considere um modelo de simulag¢do de fogos de artificio. Ao langar-
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mos uma particula com um determinado angulo de inclinacdo em
relagdo ao eixo vertical e com uma velocidade inicial pré-especifi-
cada, deveremos considerar a atuacdo de uma forga gravitacional
na particula que promovera um movimento parabdlico da mesma.
Depois de um certo tempo do lancamento, a particula podera ser
substituida por um conjunto de particulas menores, também sujei-
tas a a¢ao da gravidade, que representardo a explosao do fogo de
artificio. A Figura 11 ilustra um sistema de particulas simulando
um fogo de artificio.

Figura 11: Imagem congelada de todas particulas geradas em uma simulacdo de fogos de artificio.

4. Tendéncias e Aplicacoes

Apesar do enfoque na sintese de fendmenos naturais (Pentland,
1984) apresentada neste artigo, os fractais possuem diversas outras
abordagens e aplicacdes. Dentre estas, destacam-se os estudos tedricos
sobre fractais e dimensao fractal (Shinmoto & Takeo, 2003), o uso de
fractais para aproximacao de fungdes, aplicagdes na area econdémica e
financeira, aplicactes tecnologicas e aplicacoes em biologia e na area
de saude. Algumas destas aplicagdes serdo revistas aqui, mas muitas
outras que nao serdo discutidas neste artigo também estao disponiveis
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na literatura, como previsao do tempo (Nicollet et al., 2004; Kurnaz,
2004), masica (Sengupta et al., 2005), jogos computacionais (Kim,
2006) e aplicagoes em biologia (Iannaccone & Khokha, 1996).

Aproximacao de Fung¢oes

A regressdo ou aproximacdo de funcées modela a relagiao entre
uma ou mais varidveis de resposta (também chamadas de variaveis de
saida, dependentes, preditas ou explicadas) e os preditores (também
chamados de variaveis de controle, dependentes, explanatérias, ou
regressores). Em linhas gerais a regressao corresponde ao problema
de estimar uma fungdo a partir de exemplos de estimulo-resposta
(entrada-saida). Em andlise numérica, interpolacdo é um método de
construgao de novos pontos de dados a partir de um conjunto discre-
to de pontos conhecidos. Trata-se de um caso especifico de aproxi-
macao de fungdes (regressiao), onde a fungio deve passar exatamente
pelos pontos a serem aproximados (interpolados). Fractais tém sido
amplamente usados como interpoladores de funcdo e seus aspectos

tedricos sdo alvo de intensas pesquisas (Barnsley, 1986; Navascués &
Sebastian, 2004; Chand & Kapoor, 2006).

Area Economica e Financeira

O estudo de sistemas econémicos esta se tornando uma area
interdisciplinar, envolvendo pesquisadores de diversas areas, como
economia, matematica, estatistica, engenharia, computagao e fisica.
Dentre os topicos de investigagao de maior interesse destacam-se a
flutuacdao de precos em mercados (abertos), a distribui¢ao de ren-
da de empresas, as flutuagoes das relagoes de escala das empresas,
a analise financeira de mercados e taxas cambiais e a andlise de
mercados futuros (Kim & Yoon, 2003). O uso da teoria de fractais
nas areas economica e financeira vem ganhando for¢a ao longo dos
ultimos anos e vem mostrando ser capaz de apresentar resultados
em alguns casos superiores aos obtidos pelas técnicas alternativas
(Peters, 1994; Kim & Yoon, 2003; Matia et al., 2003; Mandelbrot
& Hudson, 2004; Mandelbrot, 2005).
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Medicina e Saude

A teoria e a geometria fractal também tem sido amplamente
utilizada na medicina e outras areas de saude (Havlin et al., 1995).
Ela tem sido empregada, por exemplo, na analise de batimentos
cardiacos (Meyer et al., 2003; Lin, 2003), em estudos sobre o sis-
tema circulatorio (Iversen & Nicolaysen, 1995; Han et al., 2003),
sistema nervoso (Balestra et al., 2004; Zietsch & Elston, 2005),
analise de patologias no sistema bronco pulmonar (Boxt, 1994)
na descricdo da arquitetura patologica de tumores (Gross, 1997;
Baish & Jain, 2000), identificacio de cincer de mama (Lefebre,
19935; Priebe, 1994), deteccao de doengas oftalmolégicas (Daxter,
1993), estudos sobre o mal de Alzheimer (Nagao, 2001; Woyshvil-
le, 1994) dentre outros.

Aplicacoes Tecnologicas

As aplicacdes de fractais na area tecnoldgica sdo variadas, mas
algumas em particular tém recebido especial aten¢do nos ultimos
anos. Como exemplos, podemos citar a descoberta de conheci-
mentos em base de dados — knowledge discovery and data mining
— (Kostoff et al., 2004; Loocke, 2004), o projeto de antenas (Cohen,
1997; Yang et al., 1999; Song et al., 2004), compressao e processa-
mento de imagens (Keller et al., 1989; Barnsley & Hurd, 1992; Ja-
cquin, 1993; Fisher, 19935; Saupe & Hamzaoui, 1996; Wohlberg &
de Jager, 1999), construcdo de circuitos digitais (Lazareck, 2001).

5. Discussao

A geometria fractal é baseada em uma forma de simetria que
corresponde a invariancia sob contragao e dilagdo. Os fractais ma-
tematicos e naturais sao formas cuja rugosidade e fragmentacao nao
desaparecem e nem flutuam, permanecendo essencialmente cons-
tantes quando é feito um aumento (zoom in) ou diminuig¢ao (zoom
out) da visualizacao da imagem. Outra caracteristica importante da
geometria fractal ilustrada neste artigo, é que os algoritmos empre-
gados para criar os fractais sao tipicamente muito simples, enquan-
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to as formas resultantes podem ser arbitrariamente complexas (ver,
por exemplo, a Figura 8 e a Figura 10). Em principio, era de se es-
perar que a constru¢ao de formas complexas fosse necessitar regras
ou algoritmos complexos. Assim, a geometria fractal pode ser en-
tendida como uma linguagem geométrica, que pode ser empregada
para estudar diversos aspectos de objetos, matematicos e naturais,
que ndo sdo suaves, mas que apresentam mesmo grau de rugosida-
de e fragmentacao em diferentes escalas (Mandelbrot, 1989).

A importancia da geometria fractal reside no fato de que ela
descreve uma area diretamente relevante para o estudo da natureza
e de muitos outros contextos, como engenharia, medicina e ciéncias
fundamentais. Portanto, ela é peca chave para o entendimento do
mundo em que vivemos, de tudo que esta ao nosso redor e dentro
de nés. A sintese computacional de formas naturais utilizando a
geometria fractal representa uma poderosa ferramenta de analise e
estudo de formas naturais. Sintetizando computacionalmente feno-
menos naturais podemos entender melhor quais sdo as regras que
determinam as complexas formas e comportamentos dos objetos
naturais. Estudar a geometria fractal significa compreender melhor
como a natureza se organiza e resolve seus problemas. Um bom
exemplo disto é o corpo humano. Poucas partes do corpo tém uma
estrutura regular como, por exemplo, o globo ocular, a sua maior
parte possui uma caracteristica fractal. Os vasos sanguineos ndo
chegariam a cada pequena parte do nosso corpo se nio tivessem es-
truturas fractais. O cérebro organiza suas conexoes de forma frac-
tal de modo a otimizar o espago em que ele ocupa, a mesma coisa
acontece com os bronquios dos pulmdes que se ramificam de forma
a maximizar a absorcdo do ar.

Fractais tém se mostrado uma ferramenta importante em diver-
sas areas da ciéncia, como astronomia (Heck & Perdang, 1991), bio-
logia (Havlin et al., 1995), medicina (Havlin et al., 1995), economia
(Mandelbrot & Hudson, 2004), computacao grafica (Peitgen et al,
1988; Ng, 2005), fisica (Jean-Fracois, 1997), e muitas outras. Este
artigo buscou apresentar nao s6 os fundamentos da geometria fractal
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e sua aplicacdo a sintese de fendmenos naturais, como também sua
aplicabilidade nos mais diversos contextos, sempre com o objetivo de
alertar o leitor para a importancia de se estudar esta nova drea, que
certamente ainda tem muito a oferecer gracas a sua profunda relaciao
com a natureza. A vasta gama de aplicagdes nas mais diversas areas
que hoje ja estdo sendo pesquisadas mostra que a geometria fractal
ndo é apenas uma area promissora, mas sim uma realidade.
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